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Аннотация 

В работе описывается метод анализа устойчивости механической системы, 

базирующийся на оценке приращения обобщенного перемещения от 

приращения максимально возможной нагрузки, и сравнения этого значения с 

определенным заранее параметром - начальной отпорностью системы. 
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Abstract 

The paper describes a method for analyzing the stability of a mechanical system, 

based on an estimate of the increment of the generalized displacement from the 

increment of the maximum possible load, and comparing this value with a 

predetermined parameter — the initial response of the system. 
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Традиционные подходы к задачам оценки устойчивости различного рода 

конструкций и механических систем чаще всего предполагают или известное 

упрощение расчетных схем для выявления их бифуркационных особенностей, 

или построение полной кривой равновесных состояний для определения 

максимального уровня нагружения. Недостатки обоих этих подходов очевидны, 

т.к. заключаются именно в необходимости упрощения расчетной схемы и 

разрешающей системы уравнений в первом случае или в организации шаговой 

схемы расчета конструкции на всех возможных этапах нагружения во втором 

случае. Поэтому весьма важно иметь способ оценки устойчивости данного, 

максимально нагруженного, описываемого полной системой уравнений 

равновесия, состояния механической системы. В первую очередь это относится 

к нелинейным системам или конструкциям с нелинейными характеристиками. 

Устойчивости нелинейных систем посвящены работы российских [1]-[13] и 

зарубежных [26]-[27] ученых. Ряд исследований в этой области выполнено 

автором [14]-[25].  

Согласно статическому критерию устойчивости, механическая система, 

находящаяся в равновесии под действием статической нагрузки, считается 

теряющей устойчивость тогда и только тогда, когда статическая нагрузка 

вызывает возникновение других возможных положений равновесия, сколь 

угодно близких к данному положению равновесия по значениям обобщенных 

перемещений. 



При рассмотрении устойчивости сооружения в широком смысле будем 

прежде всего стремиться оценить устойчивость напряженно-деформированного 

состояния и затем устойчивость процесса деформирования во времени. 

Вторая задача связана с анализом отклонения возмущенных движений от 

невозмущенных при малых увеличениях амплитудных значений возмущающих 

сил или малых возрастающих возмущениях постоянных нагрузок. При этом 

будем полагать, что в расчет вводятся некоторые нормативные максимально 

возможные величины возмущений.  

Применительно к стержневым системам, с учетом гипотезы плоских 

сечений и при независимости диаграммы деформирования от скорости, процесс 

изменения напряженно деформированного состояния в сечении можно 

рассматривать как процесс последовательного наложения диаграммы «σ – ε» на 

отрезок переменной длины. При разгрузке длина отрезка уменьшается, и он 

накладывается на участок с меньшими границами деформаций, а при 

нагружении – увеличивается, и он накладывается на диаграмму в более широких 

границах. 

Анализ устойчивости можно производить и на основе оценки изменения 

амплитуд при изменении нагрузки. Если при малых ΔP∙(P+ΔP) амплитуда 

колебаний меняется мало – процесс деформирования при действии 

динамической нагрузки устойчив, если же амплитуда колебаний резко 

увеличивается – процесс деформирования неустойчив. 

При увеличении постоянной нагрузки как бы увеличивается масса 

системы, а жесткость наоборот – уменьшается. При действии динамических 

нагрузок жесткостные характеристики способны изменяться и вследствие 

появления и постепенного развития трещин или зон текучести в элементах. 

Задача исследования устойчивости движения может быть приближённо 

сформулирована как задача отыскания обобщённой отрицательной жёсткости 

системы. При отрицательной жёсткости дифференциальные уравнения 

свободных колебаний системы дают решение в виде монотонного движения от 

положения равновесия, что свидетельствует о его неустойчивости.  



Если рассматривать движение на достаточно большом интервале времени, 

то колебательный процесс в области значительных неупругих деформаций 

является неустойчивым движением. И вообще, периодическое движение в 

области значительных напряжений – неустойчивый процесс деформирования. 

Неустойчивость здесь связана, прежде всего, с накоплением пластических 

деформаций или повреждений. 

Оценку эволюции амплитуд при изменении нагрузки необходимо не 

только вычислять на каждом шаге приращения нагрузки, но и сравнивать с 

каким-либо определенным заранее параметром. Для этого примем некоторую 

границу отношения (ΔU/ΔP)доп в качестве критерия недопустимого уровня 

снижения запаса устойчивости. Откладывая P и U на каждом шаге нагружения, 

строим кривую равновесных состояний. Одновременно на каждом шаге 

выполняем проверку соотношения 

     (ΔU/ΔP) < (ΔU/ΔP)доп    (1) 

При выполнении этого неравенства – состояние равновесия можно считать 

устойчивым. При нарушении неравенства – состояние равновесия не 

обеспечивает необходимого запаса устойчивости. 

Назовем отношение ΔU/ΔP отпорностью системы (термин «отпорность» 

использовал в своих работах А.В. Геммерлинг [6] –[8]). Пошагово строя кривую 

равновесных состояний, мы, вообще говоря, одновременно оцениваем 

отпорность механической системы, а также можем сравнить начальную и 

конечную отпорности.  

Определение напряженно-деформируемого состояния механической 

системы в процессе нагружения обычно выполняется на основе анализа систем 

дифференциальных уравнений состояния методом пошагового нагружения. Этот 

подход позволяет построить полную кривую равновесных состояний 

исследуемой механической системы. Впрочем для оценки устойчивости этой 

системы достаточно сопоставить отпорности начального и конечного 

(максимального) нагружений. 



Положим, что P̅ – максимально возможная нагрузка механической 

системы; ΔP̅ – заданное достаточно малое приращение нагрузки (составляющее 

примерно 0,025∙P̅); ΔU̅0 – начальное обобщённое приращение перемещений 

системы, которое соответствует полной нагрузке, равной ΔP̅. Сравним 

начальный и последний участки кривой равновесных состояний (рисунок 1): 

значительное отклонение от начальной прямой свидетельствует о том, что 

система близка к потере устойчивости.  

Для того, чтобы исследовать устойчивость некоторого равновесного 

состояния необходимо дать системе малое положительное приращение нагрузки 

+ΔP̅. А затем следует оценить приращение обобщённого перемещения ΔUj. 

Пусть норма ||Δs|| сеточной функции U является неотрицательным числом, 

принимаемое за меру отклонения линии ВС от прямолинейной зависимости 0–

А(ΔP̅, U0)–B′C′. Здесь точка В имеет координаты (P̅, Uj), точка С – координаты 

(P̅+ΔP̅, Uj+ΔU̅j). 

 

Рисунок 1 – Кривая равновесных состояний механической системы 

 

Рассмотрим методику вычисления нормы ||Δs||. Если одинаковые 

приращения нагрузки вызывают одинаковые приращения перемещений, то 



имеет место линейная зависимость «P – U». Плавное снижение жесткости 

соответствует соотношению 
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где t – некоторое предельное число, являющееся критерием входа в зону слабой 

устойчивости, например t=2.  

Исследование механической системы по теории устойчивости Ляпунова 

предполагает проверку ее отклика на малые возмущения. Если система 

находится в состоянии устойчивого движения, то в ответ на малые возмущения 

возникают малые отклонения. Аналогичный подход применен в данной работе: 

если на рассматриваемом участке движения (равновесия) механической системы 

малые нагрузки вызывают малые изменения напряжённо-деформированного 

состояния, то система устойчива. 

Рассмотрим подробнее термин «малое изменение напряжённо-

деформированного состояния». 

Если диаграмма «P – U» является плавной кривой с асимптотой или 

ниспадающей ветвью, то всегда можно найти такое малое приращение нагрузки 

ΔP̅, что на одном из шагов нагружения будет справедливо выражение: 
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Следовательно, если норма ||Δs|| сеточной функции достигла или 

превысила значение t, то конструкция исчерпала заданный показатель 

устойчивости. 

Очевидно, что величина t связана с начальной жёсткостью 

рассматриваемой системы. Параметр t можно определить путем численных 

и/или физических экспериментов со зданиями определенных классов, таких как 

стальные рамные каркасы, монолитные железобетонные каркасы, стальные 

башни и т.д. Например, для достаточно жёстких систем допустимо принять t=3, 

для гибких тонкостенных систем – t=2. 

Формула для определения сближения концов k-ого стержня имеет вид: 
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где i – номер сечения стержня. 

Обобщенное перемещение системы, состоящей из K стержней, 

вычисляется по формуле: 
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Состояние системы будет определяться величиной Δs, вычисляемой из 

соотношения 
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