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Аннотация 

Статья посвящена определению геометрических характеристик гнутого 

тонкостенного стержня Z-образного профиля с отбортовкой и с закруглением 

при расчете его на растяжение и изгиб с кручением. Приведены расчетные 

формулы для определения относительных значений длины контура, главных 

осевых моментов инерции и главных осевых моментов сопротивления, главных 

секториальных координат.  
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Abstract 

Article is devoted to definition of the geometric characteristics of a buckler 

thin-walled rod Z-shaped profile with edge and with any curving for calculation this 

on tension, curve, turn. To deduce a formula of calculation dimensions length of 

contours, main axes moments of inertia and main axes moments of resistance, main 

sector coordinates.  
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Условные обозначения: XY – главные центральные оси сечения; B=2b – 

габаритная ширина профиля сечения; H=2h – габаритная высота срединной 

линии профиля сечения; L – полная длина срединной линии профиля сечения.  

Относительные геометрические размеры тонкостенного Z-образного 

сечения постоянной толщины 𝛿 без учета закругления и без отбортовки 

(рисунок 1) определяются из [1] 

 

 

 

0 < 𝛾 <
𝜋

2
 , 

   
𝐵

𝐻
⇒   

cos 2 𝛾

1−cos 2 𝛾
 ∙  1 +

2

3 cos 𝛾
 ;  

               
𝐿

𝐻
⇒

𝐵

𝐻
+

1+cos 𝛾

sin 𝛾
. 

 

Рисунок 1 – Z-образное сечение без закругления 

 

Задача определения геометрических размеров гнутого тонкостенного 

стержня Z-образного сечения постоянной толщины 𝛿 с учетом закругления  𝑟, 



но без отбортовки, (рисунок 2) рассмотрена в [2], [3]. 

 

 

Рисунок 2 – Верхняя половина Z-образного сечения с закруглением 

 

Задача определения геометрических размеров гнутого тонкостенного 

стержня Z-образного сечения постоянной толщины 𝛿 с отбортовкой 𝑠, но без 

закругления (рисунок 3) рассмотрена в [4]: 

 

 

0 < 𝑠 ≤ ℎ, 

𝑠

ℎ
=  1 − 1 −

2
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 ,  

где        sin 𝛾 ≥
2

3
, т. е. 

𝐻
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2

 5
≈ 0,89443.  

 

Рисунок 3 – Z-образное сечение с отбортовкой  

 

Рассмотрим задачу определения геометрических размеров гнутого 

тонкостенного стержня Z-образного сечения постоянной толщины 𝛿 с 

отбортовкой 𝑠 и закруглением 𝑟 (рисунок 4): 

Дано: 𝐵,𝐻  где 0,73 ≤  𝛾 <
𝜋

2
≈ 1,57  и 𝑟 Найти: 𝑠. 
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Рисунок 4 – Z-образное сечение с отбортовкой и с закруглением 

 

Учитывая центральную симметрию, рассмотрим верхнюю половину 

сечения. Декартовые координаты 𝑥,𝑦 характерных точек и длины 

соответствующих участков l (рисунок 4): 

𝑥12 = −𝑏 + 𝑟;                    𝑦12 = ℎ;                            𝑙12 = 𝑏 − 𝑟; 

𝑥11 = −𝑏;                            𝑦11 = ℎ − 𝑟;                    𝑙11 = 𝑟 ∙
𝜋

2
;  

𝑥3  = −𝑏;                            𝑦3  = ℎ − 𝑠;                     𝑙3  = 𝑠 − 𝑟; 

𝑥21 =
ℎ

tan 𝛾
−

𝑟

tan  
𝛾

2  
;       𝑦21 = ℎ;                            𝑙21 = 𝑥21 ;  
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ℎ
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−
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𝛾

2  
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𝑟∙sin 𝛾
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𝛾

2  
;        𝑙22 = 𝑟 ∙  𝜋 − 𝛾 ;   

  𝑥𝐶 = 0;                               𝑦𝐶 = 0;                           𝑙𝐶 =
ℎ

sin 𝛾
−

𝑟

tan  
𝛾

2  
.  

Центральные оси XY (рисунок 4) являются главными [5], если 

𝐼𝑋𝑌 =  𝛿 𝑠 ∙ 𝑥 𝑠 ∙ 𝑦 𝑠 ∙ 𝑑𝑠𝐿
2 

⇒ 0,  
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2
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2
+ 

+
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2
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𝜋

2
=  

=
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3
+
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2
+ 
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𝑟∙sin 𝛾

2
 ∙ 𝑟 ∙ sin 𝛾 .  

Введем обозначения для относительных величин: 

휀 =
𝑟
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𝑏

ℎ
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1
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 ;   

     𝑥21
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ℎ
⇒  1 − 휀 ∙ 𝜓;           𝑦22
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ℎ
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ℎ
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𝑦22
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𝑠
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, где          𝑟ℎ < 𝑠ℎ <
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𝛾
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tan 𝛾
;          𝛽 = 𝜋 − 𝛾.   

Тогда, задаваясь относительными значениями 𝜸 и 𝜺 для тонкостенного Z-

образного сечения постоянной толщины 𝛿 с учетом закругления и отбортовки 

относительно главных центральных осей XY (рисунок 4) относительные 

значения 𝒔𝒉 определяются из решения квадратного уравнения:  

 𝒔𝒉 − 𝑟ℎ ∙
𝜓

2
∙  2 − 𝒔𝒉 − 𝑟ℎ +

 𝜓 − 𝑟ℎ 
2

2
+ 

+𝑟ℎ ∙  
𝑟ℎ

2

2
+  1 + 𝜓 − 2 ∙ 𝑟ℎ ∙ 𝑟ℎ +  1 − 𝑟ℎ ∙  𝜓 − 𝑟ℎ ∙

𝜋

2
 −
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ℎ ∙𝑥22
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3
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 𝑥21
ℎ ∙ 𝑥21
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2
−(1) 

−𝑟ℎ ∙    𝑥21
ℎ ∙ 𝛽 + 𝑟ℎ ∙  1 + cos 𝛾  ∙  1 − 𝑟ℎ +   𝑥21
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2
 ∙ 𝑟ℎ ∙ ∙ sin 𝛾 = 0. 

Относительная длина контура гнутого Z-образного профиля: 

   
𝐿

𝐻
=

𝐿
2 

ℎ
⇒ 𝑠ℎ + 𝑟ℎ ∙  

3

2
∙ 𝜋 − 2 − 𝛾 + 𝜓 +  𝑥21

ℎ + 𝑙𝐶
ℎ ,  (2) 

где 𝐿 2 = 𝑠 − 𝑟 + 𝑟 ∙
𝜋

2
+ 𝑏 − 𝑟 + 𝑥21 + 𝑟 ∙  𝜋 − 𝛾 + 𝑙𝐶 . 

Главные осевые моменты инерции определяются по формулам: 

𝐼𝑋 =  𝑦2 𝑠 ∙ 𝑑𝐴
𝐴

⇒ 2 ∙ 𝛿 ∙  𝑦2 𝑠 ∙ 𝑑𝑠𝐿
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⇒ 2 ∙ 𝛿 ∙  
 𝑠−𝑟 3

12
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+ 2 ∙  ℎ − 𝑟 ∙ 𝑟2 +  ℎ − 𝑟 2 ∙ 𝑟 ∙

𝜋

2
+

 𝑏 − 𝑟 + 𝑥21 ∙ ℎ
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⇒
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2 ∙ 𝛽 +  2 ∙  1 − 𝑟ℎ ∙ 𝑟ℎ ∙ sin𝛽 + 𝑟ℎ

2 ∙  
𝛽

2
+

sin 2𝛽

4
  ; (3) 
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𝐴
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2 
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0
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4
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2 +

+ 𝜓 − 𝑟ℎ 
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𝜋

2
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2 +  

+𝑟ℎ ∙    𝑥21
ℎ  

2
∙ 𝛽 +   2 ∙  𝑥21

ℎ ∙ 𝑟ℎ ∙  1 − cos β + 𝑟ℎ 
2 ∙  

𝛽

2
−

sin 2𝛽

4
  .  (4) 

Главные осевые моменты сопротивления определяются по формулам: 

𝑊𝑥 =
𝐼𝑥

𝑦𝑚𝑎𝑥
⇒

1

ℎ
∙ 𝐼𝑥 ,     (5)  

𝑊𝑦 =
𝐼𝑦

𝑥𝑚𝑎𝑥
⇒

1

𝑏
∙ 𝐼𝑦 =

1

𝜓
∙

1

ℎ
∙ 𝐼𝑦 ,    (6) 

Для нахождения главного секториального момента инерции  

𝐼𝜔 =  𝜔 2 𝑠 ∙ 𝑑𝐴
𝐴

 введем секториальные координаты 𝜔 (удвоенная площадь 

сектора, где полюс и начальная точка отсчета выбраны в точке C): 

𝜔𝐶 = 𝜔22 ⇒ 0; 

𝜔 𝑠 ⇒ 𝑟2 ∙  𝛼 − sin𝛼 + 𝑙𝐶 ∙ 𝑟 ∙  1 − cos𝛼 ,     0 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽, 

𝜔21 =  𝑙𝐶 + 𝛽 ∙ 𝑟 + 𝑥21 ∙ 𝑟 ⇒ ℎ2 ∙   𝑙𝐶
ℎ + 𝛽 ∙ 𝑟ℎ + 𝑥21

ℎ  ∙ 𝑟ℎ ;  (7) 

𝜔12 = 𝜔21 +  𝑏 − 𝑟 + 𝑥21 ∙ ℎ ⇒ ℎ2 ∙  
𝜔21

ℎ2
+  𝜓 − 𝑟ℎ + 𝑥21

ℎ   ; (8) 

𝜔11 = 𝜔12 +  ℎ − 𝑟 +
𝜋

2
∙ 𝑟 + 𝑥12 ∙ 𝑟 ⇒ 



⇒ ℎ2 ∙  
𝜔12

ℎ2
+  1 − 𝑟ℎ +

𝜋

2
∙ 𝑟ℎ +  𝑥12

ℎ  ∙ 𝑟ℎ ;                    9   

𝜔3 = 𝜔11 +  𝑠 − 𝑟 ∙ 𝑏 ⇒ ℎ2 ∙  
𝜔11

ℎ2
+  𝑠ℎ − 𝑟ℎ ∙ 𝜓  .  (10) 

Секториальный статический момент: 

𝑆 =  𝜔 ∙ 𝑑𝐴
𝐴

⇒ 2 ∙ 𝛿 ∙  𝜔 ∙ 𝑑𝑠 = 2 ∙ 𝑆3
𝐿

2 

, 

𝑆𝐶 = 𝑆22 ⇒ 0; 

𝑆21 = 𝛿 ∙  𝑙𝐶 ∙ 𝛽 +
𝛽2

2
∙ 𝑟 − ℎ ∙ 𝑟2 ⇒ 𝛿 ∙ ℎ3 ∙  𝑙𝐶

ℎ ∙ 𝛽 +
𝛽2

2
∙ 𝑟ℎ − 1 ∙  𝑟ℎ 

2; 

        𝑆12 = 𝑆21 + 𝛿 ∙
𝜔12 +𝜔21

2
∙  𝑏 − 𝑟 + 𝑥21 ⇒  

⇒ 𝛿 ∙ ℎ3 ∙   𝑙𝐶
ℎ ∙ 𝛽 +

𝛽2

2
∙ 𝑟ℎ − 1 ∙  𝑟ℎ 

2 +
𝜔11 +𝜔21

ℎ2
∙
 𝜓−𝑟ℎ+𝑥21

ℎ  

2
 ;  

        𝑆11 ≈ 𝑆12 + 𝛿 ∙
𝜔12 +𝜔11

2
∙ 𝑟 ∙

𝜋

2
⇒ 𝛿 ∙ ℎ3 ∙  

𝑆12

𝛿∙ℎ3
+ 𝛿 ∙

𝜔12 +𝜔11

2∙ℎ2
∙ 𝑟ℎ ∙

𝜋

2
 ;  

 𝑆3 = 𝑆11 + 𝛿 ∙
𝜔3+𝜔11

2
∙  𝑠 − 𝑟 ⇒ 𝛿 ∙ ℎ3 ∙  

𝑆11

𝛿∙ℎ3
+ 𝛿 ∙

𝜔3+𝜔11

2∙ℎ2
∙  𝑠ℎ − 𝑟ℎ  . (11) 

Постоянная 𝐷, определяющая главную начальную точку отсчета 𝑀0: 

𝐷 =
𝑆

 𝑑𝐴
𝐴

⇒
𝑆3

𝛿∙𝐿 2 
⇒ ℎ2 ∙

 
𝑆11
𝛿∙ℎ3+𝛿∙

𝜔3+𝜔11
2∙ℎ2 ∙ 𝑠ℎ−𝑟ℎ   

𝑠ℎ+𝑟ℎ ∙ 
3

2
∙𝜋−2−𝛾 +𝜓+ 𝑥21

ℎ +𝑙𝐶
ℎ

;  (12) 

Главные секториальные координаты: 

𝜔 = 𝜔 − 𝐷.  
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