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Аннотация 

Для расчета прогиба статически определимой плоской фермы с 

произвольным числом панелей применяется формула Максвелла – Мора, 

система компьютерной математики Maple и метод индукции. Анализируется 

случай сосредоточенной нагрузки в середине пролета. Найдена асимптотика 

решения. Учтены различные жесткости стержней.  
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Abstract 

For calculation of deflection of statically determinate flat truss with an 

arbitrary number of panels the formula of Maxwell - Mohr, the system of computer 

mathematics Maple and the method of induction are used. We analyze the case of 

concentrated load at middle of span. The asymptotic solution is obtained. The 

different stiffness of the rods taken in to account.  
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Введение. Традиционная конструкция балочных ферм (одна опора 

подвижная, другая неподвижная) такова, что и реакции опор, и усилия в 

стержнях можно рассчитать, используя простые уравнения равновесия в форме 

уравнений проекций и моментов. В некоторых случаях возникают трудности 

при определении усилий в стержнях (например, когда не существует сечения 

Риттера, а методом вырезания узлов приходится составлять множество 

дополнительных уравнений), но реакции опор определяются всегда просто. 

Однако существуют статически определимые регулярные конструкции, в 

которых для определения реакций опор приходится вырезать все узлы фермы. 

Именно такая ферма и рассмотрена в настоящей работе. Понятно, что для ферм 

с большим числом панелей составление уравнений равновесия всех узлов с 

последующим решением системы уравнений большого порядка – весьма 

трудоемкая задача. Численные методы, склонные к естественному накоплению 

ошибок округления и не всегда дающие достаточную точность вычислений, 

здесь нежелательны. Аналитические методы с применением систем 

компьютерной математики (Maple, Mathematica, MatCad и др.) имеют настолько 

низкую скорость символьных преобразований, что им недоступны фермы уже с 

100-150 стержнями. Время счета (символьных преобразований) растет очень 

быстро с увеличением размера матрицы системы уравнений равновесия. В 

работах [1-8] был найден выход из создавшегося положения. Предложенный и 

апробированный в этих работах метод индукции дает достаточно простые 

формулы для усилий в стержнях фермы и выражения для прогиба при любом 



числе панелей (ячеек регулярности). Этот метод применяется и в настоящей 

работе. 

Постановка задачи. Рассмотрим ферму, моделирующую покрытие 

промышленного здания (рисунок 1). Нагрузка в середине пролета моделирует 

вес кранового оборудования. Примем четное число панелей n=2k (по числу 

стержней в нижнем поясе). В этом случае ферма содержит m=4n+4 стержней, 

включая опорные [1]. 

 

 

Рисунок 1 – Ферма при n=6 

 

Для расчета прогиба фермы по формуле Максвелла – Мора необходимо 

иметь выражения для усилий в стержнях. Заметим, что в данной конструкции 

четыре опорных стержня. Для реакций опор трех уравнений равновесия здесь 

недостаточно. Воспользуемся программой [9], написанной в системе Maple.  

Формула Максвелла–Мора имеет вид: 
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где iS  – усилия в стержнях фермы от действия единичной вертикальной 

нагрузки P=1, il  – длины стержней, E – модуль упругости, F – площадь сечения 

стержней. Данные о конфигурации и размерах фермы вводятся через 

координаты ее узлов. В сумму (1) не входят четыре опорные стержни, которые 

приняты жесткими. Систему m уравнений равновесия удобно записать в 

матричной форме S BG , где S  – вектор усилий в стержнях, B  – вектор 



нагрузок. В нечетные элементы 2 1iB   записываются горизонтальные нагрузки, 

приложенные к узлу i , в четные 2iB  – вертикальные. Решение системы 

линейных уравнений находим в символьной форме, пользуясь системой 

компьютерной математики Maple [9] с помощью обратной матрицы.  

Решение. Для вывода формулы зависимости прогиба от размеров фермы 

и числа панелей методом индукции необходимо сначала получить 

последовательность аналитических решений задачи для ферм с одной, двумя, 

тремя и т. д. панелями. Для регулярных ферм решения приобретают подобную 

форму, в которой выделяются слагаемые одного вида, но с разными числовыми 

коэффициентами. Коэффициенты при подобных слагаемых образуют 

последовательность, общие члены которых находятся средствами системы 

Maple. Для рассматриваемой фермы выражение для прогиба имеет вид 
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где 2 2c a h  . С помощью операторов «rgf_findrecur» и «rsolve» получены 

коэффициенты  

1 2 3 29( 1) 15( 1) 9 17 9 4 9( 1)n n n
nA n n n n n           , 

2 1 ( 1)    n
nС n . 

На рисунке 2 показано изменение прогиба в зависимости от размеров 

фермы и числа панелей. Кривые относительного (безразмерного) прогиба 

/nEF P    построены при фиксированной длине пролета 10L an м  , 

размер h на рисунке в метрах. 



 

Рисунок 2 – Зависимость прогиба от числа панелей, L=10м 

 

Особенностью решения являются значительные скачки кривых. При 

больших значениях n скачки уменьшаются.  

Асимптотику решения можно оценить, вычислив предел. Оператор limit 

системы Maple дает: lim '/ / (2 )
k

k h L


  . В обзоре [16] проведены аналогичные 

сравнительные асимптотические исследования для плоских статически 

определимых ферм с различной решеткой.  

Для обобщения решения на различные площади сечений наклонных 

(длиной c) и горизонтальных стержней достаточно ввести коэффициенты 

0, 1,2i iF F i  , где номер соответствует площади сечений горизонтальных 

стержней, 2 – наклонных: 
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Заключение. Получена формула для прогиба фермы, которая может быть 

использована как тестовое решение в проектных и теоретических расчетах. 

Скачкообразное изменение прогиба указывает на возможность существенного 

увеличения жесткости изменением числа панелей всего на одну. Аналогичные 

точные решения получены методом индукции в системе Maple для 



пространственных ферм [10-15]. Сравнительный обзор аналитических решений 

для плоских ферм можно найти в [16,17]. 
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