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Аннотация 

Рассматривается однородный и неоднородный упругий стержень, 

находящийся в условиях осевого растяжения-сжатия. Показано, что в 

однородном упругом стержне продольная сила приложена в центре тяжести 

поперечного сечения. Что касается неоднородного упругого стержня, то, 

оставаясь в рамках гипотезы плоских сечений, показано, что 

равнодействующая продольных сил, действующих в каждой однородной части 

стержня, не совпадает, вообще говоря, с центром тяжести неоднородного 

поперечного сечения. Координаты точки приложения равнодействующей не 

зависят от величины действующей внешней нагрузки на стержень. Точка 

приложения равнодействующей внутренних продольных сил в неоднородном 

упругом стержне может совпасть с центром тяжести неоднородного 

поперечного сечения стержня при определённых условиях. 

Ключевые слова: стержень, неоднородность, упругость, осевое 

растяжение-сжатие. 
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Abstract  

A homogeneous and inhomogeneous elastic rod under conditions of axial 

tension-compression is considered. It is shown that in a homogeneous elastic rod, the 

longitudinal force is applied at the center of gravity of the cross-section. As for the 

inhomogeneous elastic member, remaining within the framework of the hypothesis of 

plane sections, it is shown that the resultant of the longitudinal forces acting in each 

homogeneous part of the member does not coincide, generally speaking, with the 

center of gravity of the inhomogeneous cross-section. The coordinates of the point of 

application of the resultant do not depend on the magnitude of the external load on 

the member. The point of application of the resultant internal longitudinal forces in 

an inhomogeneous elastic member can coincide with the center of gravity of the 

inhomogeneous cross-section of the member under certain conditions. 

Keywords: rod, heterogeneity, elasticity, axial tension-compression. 

 

Введение.  

Под неоднородным упругим стержнем будем понимать такой стержень, 

различные части которого составляющие единое целое, имеют различные 

механические характеристики и геометрические размеры, и под действием 

нагрузки работают упруго. Для неоднородного упругого стержня остается 

справедливой гипотеза плоских сечений [1]. Вопросам расчёта неоднородных 

стержней из условия прочности и жёсткости посвящены многие работы, в 

частности работы [2 - 5].  

 



 
 

Однородный упругий стержень.  

Рассмотрим однородный упругий достаточно длинный стержень, 

находящийся в условиях осевого растяжения или сжатия под действием 

сосредоточенных сил, приложенных по торцам стержня (Рис. 1). Введём 

декартову систему координат ZYX ,,   так, чтобы ось Z  совпадала с продольной 

осью стержня, а начало координат располагалось в центре тяжести поперечного 

сечения. 

Вполне понятно, что в окрестностях торцевых сечений напряжённое 

состояние стержня будет сложным. Но в областях, достаточно удалённых от 

торцевых сечений напряженное состояние стержня, в соответствии с 

принципом Сен-Венана, выравнивается и становится однородным, 

соответствующим осевому растяжению. 

 

 

Связь продольной силы N  с нормальным напряжением ( )yxz ,=σ  в 

поперечном сечении площадью A , в части стержня, соответствующей осевому 

растяжению, описывается соотношением: 

( )∫ ⋅σ= A z dAyxN , . (1) 

На основании данных эксперимента, показывающих одинаковое 

удлинение волокон стержня при его растяжении, и гипотезой плоских сечений 

Бернулли, делается вывод [1], [6] о равномерном распределении напряжений 

( )yxz ,=σ  по площади поперечного сечения стержня. Таким образом, связь 

Рисунок 1 – Однородный упругий стержень 
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между продольной силой N  и нормальным напряжением Constz =σ  в 

поперечном сечении стержня определяется, на основании (1), зависимостью: 

AN zσ=    (2) 

При этом продольная сила предполагается приложенной в центре тяжести 

поперечного сечения, так как она определяется методом сечений, в 

соответствии с которым внутренние усилия приводятся к главному вектору и 

главному моменту внутренних сил, приложенных в центре тяжести 

поперечного сечения. 

Покажем, что если в поперечном сечении стержня при осевом 

растяжении нормальное напряжение Constz =σ , то продольная сила будет 

определяться по формуле (2) и будет приложена в центре тяжести поперечного 

сечения.  

Действительно, если Constz =σ  в заданном сечении стержня при его 

растяжении, то из формулы (1) следует соотношение (2). Поскольку при осевом 

растяжении стержень сохраняет свою продольную ось прямолинейной, то 

внутренние изгибающие моменты относительно осей координат X  и Y  в 

поперечном сечении будут равны нулю: 

,0σσσ
;0σσσ

==∫=∫=
==∫=∫=

yzAzA zy

xzAzA zx

SxdAxdAM
SydAydAM

 (3) 

то есть 0=xS  и 0=yS  . 

Равенство нулю статических моментов xS  и yS  относительно осей 

координат X  и Y  говорит о том, что оси координат X  и Y  являются 

центральными, а точка их пересечения есть центр тяжести поперечного 

сечения. 

Если бы продольная сила N  была бы приложена по отношению к центру 

тяжести поперечного сечения с эксцентриситетами xe  и ye , то она 

относительно осей X  и Y  создавала бы не равные нулю внутренние  

изгибающие моменты yx eNM ⋅=  и xY eNM ⋅= . Но, поскольку в соответствии 



 
 

с формулами (3)   0=xM  и 0=yM , то 0=xe  и 0=ye . Следовательно, 

продольная сила  приложена в центре тяжести поперечного сечения 

однородного упругого стержня. 

 

Неоднородный упругий стержень.  

Рассмотрим неоднородный упругий стержень I-го типа [7]. Пусть 

стержень длиной l  состоит из двух частей (рис. 2). Механические 

характеристики первой части обозначим 11, AE , второй части соответственно 

22 , AE . Здесь 21, EE  - модули упругости, 21, AA  – площади первой и второй 

части поперечного сечения стержня.  

 

 

 

Так как для неоднородных упругих стержней гипотеза плоских сечений 

остается справедливой, то продольная сила в каждой однородной части 

поперечного сечения будет определяться по формулам [7]: 

Рисунок 2 – Неоднородный упругий 
стержень, состоящий из двух частей 
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причём, 

FNN =+ 21 . (5) 

Для нормальных напряжений, равномерно распределённых по площади 

каждой однородной части, имеем связь между продольными силами и 

нормальными напряжениями: 

111 AN zσ= ; 222 AN zσ= . (6) 

Так как стержень при осевом растяжении сохраняет прямолинейную 

форму, то внутренние изгибающие моменты относительно осей координат X  и 

Y  (ось −Z направлена вдоль продольной оси стержня, но, возможно, не 

совпадает с ней) в поперечном сечении будут равны нулю: 
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Учитывая соотношения (4), получим: 
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 (7) 

В системе (7) 
I
Nx yAS ⋅−= 11 ; II

Nx yAS ⋅−= 22 ; I
Ny xAS ⋅−= 11 ;  II

Ny xAS ⋅−= 12 . (8) 

При этом предполагается, что начало координат системы ZYX ,,  

совпадает с точкой приложения равнодействующей сил 1N  и 2N , причём оси 

YX ,  располагаются между центрами тяжести первой и второй частями 

поперечного сечения стержня (рис. 3). 



 
 

 

 

В соотношениях (8) 

−II
N

I
N xx , расстояния вдоль оси Y  от центров тяжести первой и второй 

частей плоской фигуры до точки приложения равнодействующей сил 1N  и 2N , 

то есть до оси Y ; 

−II
N

I
N yy , расстояния вдоль оси X  от центров тяжести первой и второй 

частей плоской фигуры до точки приложения равнодействующей сил 1N  и 2N , 

то есть до оси X . 

Рассматривая геометрию поперечного сечения неоднородного стержня, 

можно найти соотношение между величинами II
N

I
N xx , , а также между 

величинами II
N

I
N yy , : 

( )II
N

I
N xfx 1= ;  ( )II

N
I
N yfy 2=  . (9) 

Из уравнений (7), с учётом соотношений (8) и (9) можно найти 

координаты точки приложения равнодействующей продольных сил 1N  и 2N  в 

поперечном сечении стержня: 
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Рисунок 3 – Поперечное сечение 
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Для неоднородной плоской фигуры единичной толщины, расположенной 

перпендикулярно к оси 
~
Z , направленной к центру земли, центр тяжести в 

некоторой вспомогательной системе координат 
~~

,YX  определяется формулами 

[8] 
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Здесь ( ) −γ yxs , вес единицы площади плоской фигуры; 

( ) −∫ ⋅γ⋅A s dAyxx , вес всей плоской фигуры. 

Центр тяжести плоской фигуры, состоящей из двух частей с разными 

объёмными весами, будет определяться в системе вспомогательных координат 
~~

,YX , (рис. 3), в соответствии с формулами (11), соотношениями 
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Здесь −21 γγ , объёмные веса первой и второй частей плоской фигуры. 

Сопоставляя формулы (7) и (12) можно утверждать, что точка 

приложения равнодействующей продольных сил 1N  и 2N  не совпадает, вообще 

говоря, с центром тяжести неоднородного плоского поперечного сечения 

стержня. В силу этого обстоятельства внешнюю сосредоточенную силу следует 

прикладывать в точке приложения равнодействующей продольных сил 1N  и 

2N  для обеспечения осевого растяжения-сжатия стержня. 



 
 

Зная координаты центра тяжести неоднородного поперечного сечения 

стержня во вспомогательной системе координат YX ~,~ , а также привязав точку 

приложения равнодействующей сил 1N  и 2N  к вспомогательной системе 

координат YX ~,~ , можно найти условия, при выполнении которых точка 

приложения равнодействующей будет совпадать с центром тяжести 

поперечного сечения стержня. При этом, как показывают численные 

исследования, потребуется изменить площади первой и второй частей 

неоднородного поперечного сечения стержня.  

 

Пример.  

Рассмотрим неоднородный стержень с прямоугольным поперечным 

сечением размерами ba×  (рис. 4).  

Стержень состоит из двух частей, выполненных из материала с разными 

объёмными весами 1γ  и 2γ . Ширина первой части поперечного сечения ma , 

ширина второй части - na , причём 1=+ nm .  

Введём систему декартовых координат YX , . Ось X  совместим с 

горизонтальной осью симметрии плоской фигуры, а ось Y  проведём, например, 

между центрами тяжести первой и второй фигур. 

Тогда  II
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I
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2
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2
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Таким образом, система (7) сводится к одному уравнению: 

02211 =+ yy SBSB , 
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 −⋅− II

N
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N xbnaBxabmaB , 

то есть ( )nBmB
maBx II

N
21

1

2 −
−=  . 

По полученному значению II
NX  уточняется положение оси Y . 

Найдём положение центра тяжести плоской фигуры (рис. 3). Введём 

вспомогательную систему координат YX ~,~  (рис. 5). 

Тогда 

Рисунок 4 – К примеру 
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Исходные данные: 

Первая часть стержня выполнена из бетона с объёмным весом 

31 2400
м
кг

=γ ; вторая часть стержня – это сталь с объёмным весом 

  .7800 32 м
кг

=γ Модуль упругости бетона ;200001 МПаE =  модуль упругости 

стали МПаE 200002 = . Размеры поперечного сечения: .4,0  ;6.0 мbма ==  

Коэффициенты:  .2,05,0  ;8,05.0 ÷=÷= nm  

 

 

 

Рисунок 5 – Центр тяжести 
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Результаты вычислений представлены в таблице: 

№  m n 
I
NX , 

см. 

II
NX , 

см. 
NX , 

см. 

I
тЦX .. , 

см. 

II
тЦX .. , 

см. 

cX , 

см. 

x∆ , 

см. 

1 0,5 0,5 26,67 3,33 41,67 15 45 37,94 3,73 

2 0,6 0,4 24,71 5,29 42,71 18 48 38,53 4,18 

3 0,7 0,3 20,87 9,13 41,87 21 51 38,46 3,41 

4 0,8 0,2 10,0 20 34,00 24 54 37,45 -3,44 

 

В таблице обозначены: 

−II
N

I
N xx , расстояния от центров тяжести первой и второй частей плоской 

фигуры до точки приложения равнодействующей; 

−Nx  расстояние от левой стороны плоской фигуры до точки приложения 

равнодействующей; 

−II
тЦ

I
тЦ xx .... , координаты центров тяжести первой и второй частей 

плоской фигуры; 

−cX координата центра тяжести всей плоской фигуры; 

−∆x расстояние между центром тяжести всей фигуры и точкой 
приложения равнодействующей. 

Как следует из таблицы, при некотором значении параметров m  и n  

точка приложения равнодействующей может совпадать с центром тяжести всей 

плоской фигуры. Это возможно, если выполняется равенство: 

c
I
N xxma =+

2
1 , 

то есть,  ( )[ ] 2211
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1
122

1
2
1

AA
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II
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I
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++ . 

Отсюда следует квадратное уравнение для определения параметра m   при 

котором точка приложения равнодействующей совпадёт с центром тяжести 

всего сечения: 
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Обобщения.  

Обобщая приведённое выше решение на упругий неоднородный 

стержень, состоящий из n  частей (рис. 6), получим: 

FNNN n =+++ ...21 ; (13) 
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Решая систему уравнений (13), (14), находим: 
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Величина внутренних изгибающих моментов относительно некоторых 

вспомогательных осей координат YX ,  будет, очевидно, вычисляться по 

формулам: 

0...2211 =⋅σ++⋅σ+⋅σ= xnnzxzxzx SSSM ; 

0...2211 =⋅σ++⋅σ+⋅σ= ynnzyzyzy SSSM . (16) 

 



 
 

 

 

С учётом зависимостей (15), запишем формулы для определения 

координат точки приложения равнодействующей сил nNNN ...,, 21  в системе 

декартовых координат :,YX  
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 (17) 

Рисунок 6 – Неоднородный 
упругий стержень, 
состоящий из n - частей 
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Центр тяжести плоской фигуры, состоящей из n  частей с разными 

объёмными весами, в системе вспомогательных координат YX ~,~ , будет 

определяться соотношениями 
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Здесь −γγγ n...,. 21 объёмные веса первой, второй, …, −n ой частей 

плоской фигуры. 

Сопоставляя формулы (17) и (18) можно утверждать, то точка 

приложения равнодействующей продольных сил тNNN ...,, 21  не совпадает, 

вообще говоря, с центром тяжести неоднородного плоского поперечного 

сечения стержня. 



 
 

Дальнейшее решение по определению координат точки приложения 

равнодействующей сил nNNN ...,, 21  повторяет алгоритм решения для 

неоднородного стержня с двумя частями и здесь не приводится.  

 

Выводы.  

1. Продольная сила N приложена в центре тяжести поперечного сечения 

однородного упругого стержня. 

2. Точка приложения равнодействующей внутренних продольных сил в 

неоднородном упругом стержне не совпадает, вообще говоря, с 

центром тяжести неоднородного поперечного сечения стержня. 

3. Положение точки приложения равнодействующей внутренних 

продольных сил в неоднородном упругом стержне не зависит от 

действующей внешней нагрузки на стержень. 

4. Точка приложения равнодействующей внутренних продольных сил в 

неоднородном упругом стержне может совпасть с центром тяжести 

неоднородного поперечного сечения стержня при определённых 

условиях. 

5. Для соблюдения условий осевого растяжения-сжатия неоднородного 

стержня необходимо внешнюю силу прикладывать в точке 

приложения равнодействующей внутренних продольных сил. 
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