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Аннотация 

Цель исследования – вывод дифференциальных уравнений равновесия 

геометрически и физически нелинейной идеально упругопластической в 

отношении сдвиговых деформаций и нелинейной в отношении объёмных 

деформаций сплошной среды, находящейся в условиях плоской деформации в 

цилиндрических координатах, при аппроксимации диаграмм объёмного и 

сдвигового деформирования биквадратичными функциями. Построение 

физических зависимостей основано на вычислении секущих модулей 

объёмного и сдвигового деформирования при аппроксимации каждого из 

графиков диаграмм объёмного и сдвигового деформирования при помощи двух 

отрезков парабол. Исходя из предположения о независимости, вообще говоря, 

друг от друга диаграмм объёмного и сдвигового деформирования, рассмотрены 

пять основных случаев физических зависимостей, зависящих от взаимного 

расположения точек излома графиков диаграмм объёмного и сдвигового 

деформирования, аппроксимированных каждый двумя параболами. На основе 

полученных физических уравнений выводятся дифференциальные уравнения 

равновесия в перемещениях для геометрически и физически нелинейной 

идеально упругопластической в отношении сдвиговых деформаций и 

нелинейной в отношении объёмных деформаций сплошной среды, 



находящейся в условиях плоской деформации в цилиндрических координатах.  

Значимость полученных результатов для строительной науки состоит в том, что 

полученные дифференциальные уравнения в перемещениях позволят получать 

решение задач расчёта идеально-упругопластических сплошных сред, 

находящихся в условиях плоской деформации в цилиндрических координатах, 

механическое поведение которых описывается с учётом и физической, и 

геометрической нелинейности, при аппроксимации графиков диаграмм 

объёмного и сдвигового деформирования биквадратичными функциями. 
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Abstract 

The purpose of the study is to derive differential equilibrium equations 

geometrically and physically nonlinear ideally elastic in relation to shear 

deformations and nonlinear in relation to volumetric deformations of a continuous 

medium located under conditions of flat deformation in cylindrical coordinates, when 

approximating diagrams of volumetric and shear deformation diagrams with 

biquadratic functions. The construction of physical dependencies is based on the 

calculation of secant modules of volumetric and shear deformation when 

approximating each of the graphs of volumetric and shear deformation diagrams 



using two segments of parabolas. Proceeding from the assumption of the 

independence, generally speaking, of volumetric and shear deformation diagrams 

from each other, five main cases of physical dependencies are considered, depending 

on the mutual location of the break points of the graphs of volumetric and shear 

deformation diagrams, approximated each by two parabolas. On the basis of the 

obtained physical equations, differential equilibrium equations in displacements are 

derived for geometrically and physically nonlinear ideally elastic-plastic in relation to 

shear deformations and nonlinear with respect to volumetric deformations of a 

continuous medium located under conditions of flat deformation in cylindrical 

coordinates. The significance of the results obtained for construction science lies in 

the fact that the obtained differential equations in displacements will make it possible 

to obtain a solution to the problems of calculating ideal-elastic continuous media 

located in conditions of flat deformation in cylindrical coordinates, the mechanical 

behavior of which is described taking into account both physical and geometric 

nonlinearity, when approximating the graphs of diagrams of volumetric and shear 

deformation biquadratic functions. 

Keywords: ideal-elastic continuous medium, planar deformation, cylindrical 

coordinates, differential equilibrium equations, biquadratic closure equations, 

geometrically linear model, geometrically nonlinear model. 

 

Введение 

В последние годы решению задач механики деформируемого твёрдого 

тела с учётом физической и геометрической нелинейности посвящены многие 

работы отечественных и зарубежных учёных. Так в работах [1, 2] рассмотрена 

задача об изгибе консольно закреплённой трёхслойной пластины с 

трансверсально-мягким заполнителем с учётом геометрической нелинейности. 

В работе [3] представлен нелинейный анализ изгиба ортотропных 

кольцеобразных/круговых графеновых листов. Геометрическая и физическая 

нелинейность учитывается при разработке методов расчёта тонкостенных 

конструкций типа пластин и оболочек в работах [4, 5, 6, 7, 8]. В статье [9] 



описание деформаций нескальных грунтов выполняется с использованием 

физически и геометрически нелинейной модели гиперупругого изотропного 

материала. Изучение нелинейных проблем надёжности фундаментов мелкого 

заложения с использованием мягких вычислительных методов выполнено в 

работе [10]. В работе [11] получены уравнения квадратичного приближения для 

геометрически нелинейной теории физически линейных стержней Коссера-

Тимошенко. Расчёт упругих стержней с учётом геометрической нелинейности 

рассматривался также и в работах зарубежных инженеров [12, 13]. В работе 

[14] дана оценка безопасности бетонных конструкций с учётом нелинейной 

работы материала. Статья [15] посвящена нелинейному анализу, численному 

моделированию и экспериментальному обоснованию расчёта бетонной плиты 

на упругом основании на основе трехмерной вычислительной модели.  

Решение задач физически нелинейной, но геометрически линейной 

теории упругости возможно как в напряжениях, так и в перемещениях. Если же 

материал физически нелинейного упругого тела проявляет ещё и 

геометрически нелинейные свойства (в смысле В.В. Новожилова), то в этом 

случае дифференциальные уравнения равновесия в коэффициентах при 

производных от обобщённых напряжений по пространственным координатам 

содержат производные от перемещений по пространственным координатам 

[16], что приводит к необходимости решать задачу нелинейной теории 

упругости в перемещениях. В настоящей работе рассматривается построение 

дифференциальных уравнений равновесия в перемещениях для физически 

нелинейного идеально-упругопластического тела, находящегося в условиях 

плоской деформации, в цилиндрических координатах. Физически нелинейное 

упругое тела рассматривается как без учёта, так и с учётом геометрической 

нелинейности (в смысле В.В. Новожилова). Построение дифференциальных 

уравнений равновесия физически нелинейной сплошной среды для плоской 

деформации в цилиндрической системе координат выполнено для случая 

аппроксимации замыкающих уравнений физических соотношений 

биквадратичными функциями [17] как с учётом, так и без учёта геометрической 



нелинейности. Разрешающие уравнения для плоской деформации в 

перемещениях для физически и геометрически нелинейной сплошной среды в 

цилиндрических координатах представлены автором в работе [18]. При этом 

рассматриваются сплошные среды, механическое поведение которых 

описывается математическими моделями, в которых физические соотношения 

имеют форму произвольных перекрёстных зависимостей между первыми 

инвариантами тензоров и вторыми инвариантами девиаторов обобщённых 

напряжений и нелинейных деформаций. Аппроксимация замыкающих 

уравнений физических соотношений билинейными функциями 

рассматривалась в работе [19]. Построение дифференциальных уравнений 

равновесия физически нелинейной сплошной среды для плоской деформации в 

цилиндрической системе координат для случая аппроксимации замыкающих 

уравнений физических соотношений билинейными функциями без учёта 

геометрической нелинейности представлены в работе [20]; с учётом 

геометрической нелинейности – в работе [21]. Построение дифференциальных 

уравнений равновесия в перемещения для некоторых характерных случаев 

деформирования нелинейной сплошной среды – одномерного плоского, 

центрально-симметричного, осесимметричного, а также плоской деформации в 

прямоугольных и цилиндрических координатах при билинейной 

аппроксимации замыкающих уравнений для физических соотношений как без 

учёта, так и с учётом геометрической нелинейности приведены в работе [22].  

В данной работе строятся дифференциальные уравнения равновесия в 

перемещениях для случая плоского деформирования идеально 

упругопластической в отношении сдвиговых деформаций и нелинейной в 

отношении объёмных деформаций сплошной среды в цилиндрических 

координатах    , ,   , ,   0u u r v v r w      при аппроксимации замыкающих 

уравнений произвольной формы билинейными функциями без учёта и с учётом 

геометрической нелинейности (рис. 1). 



 

Рисунок 1 – Диаграммы объёмного и сдвигового деформирования: 

а) диаграмма  ; б) диаграмма T Г . 

Пунктирные толстые линии – исходные кривые объёмного и сдвигового 

деформирования; сплошные толстые линии – аппроксимирующие отрезки 

парабол. 

 

Физические уравнения для геометрически линейной модели 

В соответствии с работой [17] секущие модули объёмного расширения 

(сжатия) K = K(ε, Г) и сдвига G = G(ε, Г) на первом криволинейном участке 

диаграмм   и T Г  (рис. 1) будут определяться выражениями: 
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На втором криволинейном участке диаграмм   и T Г  секущий 

модуль объёмного расширения (сжатия) K = K(ε, Г) и секущий модуль сдвига 

G = G(ε, Г) будут вычисляться по формулам: 
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В формулах (2) и (4) обозначено: K0  начальный модуль объёмного 

расширения (сжатия); G0  начальный модуль сдвига; K1  начальный модуль 

упрочнения при объёмном расширении (сжатии); σ1, ε1  координаты конечной 

точки первого участка (координаты начальной точки второго участка) на 

диаграмме  ; T1, Г1  координаты конечной точки первого участка 

(координаты начальной точки второго участка) на диаграмме T Г ; σ2, ε2  

координаты конечной точки второго участка на диаграмме ; T2 = T1, Г2  

координаты конечной точки второго участка на диаграмме T Г . Начальный 

модуль упрочнения при сдвиге в силу идеальной пластичности принимается 

равным нулю: G1 = 0.  

Кроме того, σ  первый инвариант тензора напряжений; ε  первый 

инвариант тензора деформаций; T  интенсивность касательных напряжений; Г 

 интенсивность деформаций сдвига. 

При плоской деформации в цилиндрических координатах 
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В зависимости от текущего напряжённого и деформированного состояния 

по отношению к точкам излома графиков диаграмм объёмного и сдвигового 

деформирования возможно сформулировать пять случаев физических 

зависимостей. При этом, если 
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диаграмм объёмного и сдвигового деформирования имеют точки излома 



(Случай 1-4); если 
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на диаграмме объёмного деформирования отсутствует (Случай 5). 

 Случай 1. Здесь возможны следующие варианты: 

- 1 1   , причём 10      и 10     . (5) 

- 1 1   , причём 10      и 
0 10       . (6) 

- 1 1   , причём 0 10        и 
10     . (7) 

В этом случае физические уравнения для плоской деформации в 

декартовых координатах с учётом формул (1) будут иметь вид: 
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Случай 2. Здесь возможен один вариант: 

- 1 1   , причём 1 0      и 0 1     . (9) 

Физические уравнения с учётом формул (1) и (3) будут иметь вид: 
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Случай 3. Здесь возможен один вариант: 

- 1 1   , причём 0 1      и 1 0     . (11) 

Физические уравнения с учётом формул (1) и (3) будут иметь вид: 
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Случай 4. Здесь возможны следующие варианты:  

- 1 1   , причём 1    и 
1   . (13) 

- 1 1   , причём 0    и 
1   . (14) 

- 1 1   , причём 1    и 
0   . (15) 

Физические уравнения при этом с учётом формул (3) будут иметь вид: 
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Случай 5. Если 10     , то физические уравнения будут иметь вид (8), 

если 1   , то физические уравнения будут иметь вид (12). 

В соотношениях (6), (7), (9), (11), (14) и (15) интенсивности деформаций 

сдвига Г0 соответствуют такие компоненты деформации, что 

1rr      . (17) 

объёмной деформации 0  соответствуют такие компоненты деформации, что 
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rr rr r             . (18) 

Дифференциальные уравнения для геометрически линейной модели 

Подставляя физические уравнения (8). (10), (12) и (16) в 

дифференциальные уравнения равновесия плоской деформации сплошной 

среды в цилиндрических координатах [22]: 
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 (19) 

получим четыре вида разрешающих уравнений в перемещениях, имеющих одну 

и ту же структуру: 

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 12 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 22 2 2 2

0;

0.

r

u u u v v v
A B C D E F A F

r r r r

u u u v v v
A B C D E F B F

r r r r


      
       

       


             
        

 (20) 

Коэффициенты A1, B1, C1, D1, E1, F1, A и A2, B2, C2, D2, E2, F2, B в 

уравнениях (20) зависят от вида физических уравнений и определяются 

соотношениями: 
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Здесь 
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В формулах (21) для физических уравнений (5): 

- с коэффициентами α и β, определяемыми соотношениями (8), 

01 01; ; ; .i I j I K G       (22) 

- с коэффициентами   и  , определяемыми соотношениями (10), 

1
1 012

; ; ; .
c

i II j I a G
 

       
 

 (23) 

- с коэффициентами   и  , определяемыми соотношениями (12), 

1
01 2

; ; ; .
T

i I j II K      


 (24) 

- с коэффициентами   и  , определяемыми соотношениями (16), 

1 1
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; ; ; .
c T

i II j II a
 

        
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 (25) 

Таким образом, дифференциальные уравнения равновесия в 

перемещениях для плоской деформации идеально упругопластической в 

отношении сдвиговых деформаций и нелинейной в отношении объёмных 

деформаций сплошной среды в цилиндрических координатах при 

биквадратичной аппроксимации замыкающих уравнений физических 

соотношений без учёта геометрически нелинейности построены. 

 

Физические уравнения для геометрически нелинейной модели 

Замыкающие уравнения для геометрически нелинейной модели 

сплошной среды [16, 23] описываются соотношениями, устанавливающими, в 



самом общем случае, перекрёстные зависимости между первыми инвариантами 

тензоров и вторыми инвариантами девиаторов обобщённых напряжений и 

нелинейных деформаций: 

   * * * * * * * *, , , .K K G G       (26) 

Здесь σ
*
  первый инвариант тензора обобщённых напряжений; ε

*
  

первый инвариант тензора нелинейных деформаций; T
* 
 интенсивность 

обобщённых касательных напряжений; Г
* 
 интенсивность нелинейных 

деформаций сдвига. 

Аппроксимируя зависимости (26) биквадратичными функциями, 

нетрудно получить секущие модули объёмного расширения (сжатия) 

 * * * *,K K    и сдвига  * * * *,G G    на первом и втором криволинейных 

участках диаграмм * *    и * *T   , аналогичных соотношениям (1)-(4). При 

этом все величины, входящие в формулы (1)-(4) следует записывать со 

звёздочками. 

Таким образом, *

0K   геометрически нелинейный аналог начального 

модуля объёмного расширения (сжатия); *

0G   геометрически нелинейный 

аналог начального модуля сдвига; *

1K   геометрически нелинейный аналог 

начального модуля упрочнения при объёмном расширении (сжатии); *

1 , *

1   

координаты конечной точки первого участка (координаты начальной точки 

второго участка) на диаграмме * *   ; *

1T , *

1   координаты конечной точки 

первого участка (координаты начальной точки второго участка) на диаграмме 

* *T   ; *

2 , *

2   координаты конечной точки второго участка на диаграмме 

* *   ; 
* *

2 1T T , 
*

2   координаты конечной точки второго участка на 

диаграмме * *T   . Геометрически нелинейный аналог начального модуля 

упрочнения при сдвиге в силу идеальной пластичности принимается равным 

нулю: 
*

1 0G  . 



Физические соотношения для геометрически нелинейной модели 

сплошной среды для случая плоской деформации будут записываться в форме, 

аналогичной соотношениям (8), (10), (12) и (16) с коэффициентами α и β, 

определяемыми соотношениями (22), (23), (24), (25) (если у всех величин, 

входящих в эти формулы проставить звёздочки). 

 

Дифференциальные уравнения для геометрически нелинейной модели 

Система дифференциальных уравнений равновесия для геометрически 

нелинейной модели сплошной среды для случая плоской деформации в 

цилиндрических декартовых координатах имеет вид [22]: 
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 (27) 

При плоской деформации в цилиндрических координатах с учётом 

геометрической нелинейности 
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Подставляя физические уравнения для геометрически нелинейной модели 

сплошной среды в систему дифференциальных уравнений равновесия плоской 



деформации в цилиндрических координатах (28), получим четыре вида 

разрешающих уравнений в перемещениях, имеющих одну и ту же структуру: 
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 (28) 

Коэффициенты A1, B1, C1, D1, E1, F1, A и A2, B2, C2, D2, E2, F2, B в 

уравнениях (28) зависят от вида физических уравнений и определяются 

соотношениями: 
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Кроме того, 
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И ещё, 
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В формулах (29), (30), (31) и (32) для геометрически нелинейного аналога 

физических уравнений  
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Таким образом, дифференциальные уравнения в перемещениях для 

плоской деформации идеально упругопластической в отношении сдвиговых 

деформаций и нелинейной в отношении объёмных деформаций сплошной 

среды в цилиндрических координатах при билинейной аппроксимации 

замыкающих уравнений с учётом геометрически нелинейности построены.  

 

Заключение 

1. Построенные в статье дифференциальные уравнения равновесия в 

перемещениях в цилиндрических координатах как с учётом, так и без учёта 

геометрической нелинейности могут найти применение при определении 

напряжённо-деформированного состояния сплошных сред идеально 

упругопластических в отношении сдвиговых деформаций и нелинейных в 

отношении объёмных деформаций, находящихся в условиях плоской 

деформации, замыкающие уравнения физических соотношения для которых 

аппроксимированы биквадратичными функциями. 

2. При практическом использовании полученных формул следует 

прежде всего руководствоваться работой [17], где изложена методика 

аппроксимации диаграмм объёмного и сдвигового деформирования 

квадратичными функциями.  

3. Один из приёмов решения задач расчёта конструкций из 

нелинейных материалов, описываемых разрывными (скачок в первой 

производной после аппроксимации) диаграммами объёмного и сдвигового 

деформирования излагается в ряде работ автора, в частности, в работе [24].  
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