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Аннотация 

Рассматривается построение алгоритма для решение плоской задачи 

физически нелинейной теории упругости в напряжениях применительно к 

расчёту балок-стенок. Замыкающие уравнения физических соотношений, 

описывающие графики диаграмм объёмного и сдвигового деформирования, 

аппроксимируются билинейными функциями. Построение алгоритма основано 

на выявлении возможного положения плоских кривых излома объёмных и 

сдвиговых деформаций, то есть определения геометрических мест на плоскости 

балки-стенки, в которых зависимости между первыми инвариантами тензоров 

напряжений и деформаций, а также зависимости между вторыми инвариантами 

девиаторов напряжений и деформаций имеют излом. Кривые излома объёмных 

и сдвиговых деформаций будут делить область балки-стенки на отдельные 

участки в каждом из которых напряжённо-деформированное состояние будет 

определяться в соответствии с разными модулями объёмного расширения-

сжатия и сдвига. Исследования показывают, что возможны не менее 46 случаев 

взаимного расположения кривых объёмного и сдвигового деформирования и 

плоскости балки-стенки, а также значений модулей объёмного K и сдвигового 

G деформирования. 
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Abstract 

The article discusses the construction of an algorithm for solving the plane 

problem of the physically nonlinear theory of elasticity under stress in relation to the 

analysis of deep beams. The closing equations of physical relations describing the 

graphs of volumetric and shear deformation diagrams are approximated by bilinear 

functions. The construction of the algorithm is based on the identification of the 

possible position of the plane fracture curves of volumetric and shear deformations, 

that is, the determination of geometric places on the beam-wall plane in which the 

dependencies between the first invariants of stress and strain tensors, as well as the 

dependencies between the second invariants of stress and strain deviators, have a 

fracture. The fracture curves of volumetric and shear deformations will divide the 

region of the deep beam into separate sections, in each of which the stress-strain state 

will be determined in accordance with different moduli of volumetric expansion-

contraction and shear. Studies show that there are at least 46 cases of mutual 

arrangement of the volumetric and shear deformation curves and the deep beam 

plane, as well as the values of the moduli of volumetric K and shear G of 

deformation. 

Keywords: planar problem, beam-bore, bilinear approximation, stress solution, 

algorithm 

 

 

 

 



Введение 

В части 1 моей статье «Плоская задача физически нелинейной теории 

упругости.» было дано построение разрешающих уравнений в напряжениях для 

решения плоской задачи физически нелинейной теории упругости, 

применительно к расчёту балок-стенок, при билинейной аппроксимации 

замыкающих уравнений физических соотношений. Кроме того, был дан 

сокращённый алгоритм расчёта балки-стенки для разрывных функций 

объёмного и сдвигового деформирования. В данной работе читателю 

предоставляется полный алгоритм определения напряжённо-деформированного 

состояния при решении плоской задачи физически нелинейной теории 

упругости (обобщённого плоского напряжённого состояния), применительно к 

расчёту балки-стенки, физические соотношения для которой включают 

замыкающие уравнения, аппроксимированные билинейными функциями 

(рис. 1). 

Решению плоской задачи как с учётом, так и без учёта физической 

нелинейности применительно к расчёту балок-стенок, являющихся одним из 

основных элементов строительных конструкций зданий и сооружений 

гражданского и промышленного назначения, уделяется значительное влияние в 

научной литературе. Так в работах [1-5] российских авторов и в работах [6-10] 

зарубежных авторов рассматриваются вопросы расчёта балок-стенок в составе 

зданий и сооружений. В работах [11-17] рассматриваются алгоритмы расчёта 

балок-стенок как элементов строительных конструкций. 

В данной статье рассматривается построения алгоритма расчёта балки-

стенки, материал которой является физически нелинейным, при аппроксимации 

замыкающих уравнений физических соотношений, описывающих графики 

диаграмм объёмного и сдвигового деформирования, билинейными функциями. 

З а м е ч а н и е .  Ниже все ссылки даны на формулы, приведённые в 

части 1. Статьи «Плоская задача физически нелинейной теории упругости. 

Часть 1 – решение в напряжениях при билинейной аппроксимации 

замыкающих уравнений».  



 

Рисунок 1 – Диаграммы объёмного σ = σ (ε) и сдвигового Т = Т (Г) 

деформирования 

 

Пусть балка-стенка нагружена произвольной нагрузкой q (x, y), лежащей 

в её плоскости, вообще говоря, по всем четырём сторонам. 

Построение алгоритма основано на выявлении возможного положения 

плоских кривых излома объёмных и сдвиговых деформаций и состоит из 

следующих этапов: 

1. Основываясь на первом прямолинейном участке диаграмм 

объёмного и сдвигового деформирования (рис. 1), то есть принимая K = K
I
 и 

G = G
I
 определяем напряжения σxx (x, y), σyy (x, y), σxy (x, y) в каждой точке 

балки-стенки, используя уравнения равновесия (17) и (21). При этом можно 

воспользоваться любым известным методом: методом конечных разностей, 

методом конечных элементов, и так далее. Для определения деформаций 

воспользуемся физическими соотношениями (5) с коэффициентами (6).  

2. Вычисляем первый инвариант тензора напряжений σ (x, y) и 

интенсивность касательных напряжений T (x, y). 

3. Из условий σ (x1
σ
, y1

σ
) = σ1; T (x1

T
, y1

T
) = T1 находим уравнения 

кривых fσ (x1
σ
, y1

σ
) = 0 и fT (x1

T
, y1

T
) = 0.  

З амеч ание: плоскую кривую fσ (x1
σ
, y1

σ
) = 0 будем называть кривой 

излома объёмных деформаций; плоскую кривую fT (x1
T
, y1

T
) = 0 будем называть 

кривой излома сдвиговых деформаций. Следует иметь в виду, что при переходе 

через кривую fσ (x1
σ
, y1

σ
) = 0 модуль объёмного деформирования меняет 

верхний индекс (с I на II и наоборот); при переходе через кривую fT (x1
T
, y1

T
) = 0 
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модуль сдвигового деформирования меняет верхний индекс (с I на II и 

наоборот). 

Кривые излома объёмных и сдвиговых деформаций будут делить область 

балки-стенки на отдельные участки в каждом из которых напряжённо-

деформированное состояние будет определяться в соответствии с разными 

модулями объёмного расширения-сжатия и сдвига. При этом в одной из частей 

напряжённо-деформированное состояние, очевидно, будет определяться по 

первому прямолинейному участку диаграмм объёмного и сдвигового 

деформирования, то есть K = K
I
 и G = G

I
. Для определения этой области 

достаточно вычислить в любой точке этой области значения первого 

инварианта тензора напряжений σ (x, y) и интенсивности касательных 

напряжений T (x, y). 

З амеч ание: не исключается случай, когда область, в которой K = K
I
 и 

G = G
I
 будет находиться за пределами балки-стенки. 

Таким образом, в той части балки-стенки, где K = K
I
, G = G

I
 напряжения 

σxx (x, y), σyy (x, y), σxy (x, y) определяем используя уравнения равновесия (17) и 

(21). В той части балки-стенки, где K = K
II
, G = G

I
 напряжения σxx (x, y), 

σyy (x, y), σxy (x, y) определяем используя уравнения равновесия (17), (20) и (22). 

В той части балки-стенки, где K = K
I
, G = G

II
 напряжения σxx (x, y), σyy (x, y), 

σxy (x, y) определяем используя уравнения равновесия (17), (20) и (24). В той 

части балки-стенки, где K = K
II
, G = G

II
 напряжения σxx (x, y), σyy (x, y), σxy (x, y) 

определяем используя уравнения равновесия (17), (20) и (26). 

Возможные варианты расположения кривых излома объёмных и 

сдвиговых деформаций на плоскости балки-стенки и значения модулей 

объёмного расширения-сжатия и сдвига в различных её частях показаны ниже 

на рисунках. 

4. Если кривые fσ (x1
σ
, y1

σ
) = 0 и fT (x1

T
, y1

T
) = 0 проходят за пределами 

балки-стенки (рис. 2), то задача решена. 

5. Кривая fσ (x1
σ
, y1

σ
) = 0 пересекает балку-стенку, а кривая 

fT (x1
T
, y1

T
) = 0 проходит за пределами балки стенки (рис. 3).  



6. Кривая fT (x1
T
, y1

T
) = 0 пересекает балку-стенку, а кривая 

fσ (x1
σ
, y1

σ
) = 0 проходит за пределами балки стенки (рис. 4).  

7. Кривые fT (x1
T
, y1

T
) = 0 и fσ (x1

σ
, y1

σ
) = 0 пересекают балку-стенку 

(рис. 5). 

8. Кривая fσ (x1
σ
, y1

σ
) = 0 является замкнутой линией, целиком лежащей 

в пределах балки-стенки. Кривая fT (x1
T
, y1

T
) = 0 находится за пределами балки-

стенки (рис. 6).  

9. Кривая fT (x1
T
, y1

T
) = 0 является замкнутой линией, целиком 

лежащей в пределах балки-стенки. Кривая fσ (x1
σ
, y1

σ
) = 0 находится за 

пределами балки-стенки (рис. 7). 

10. Кривые fσ (x1
σ
, y1

σ
) = 0 и fT (x1

T
, y1

T
) = 0 являются замкнутыми 

линиями, нигде не пересекаются и обе располагаются в пределах балки-стенки 

(рис. 8).  

11. Кривая fσ (x1
σ
, y1

σ
) = 0 является замкнутой линией, нигде не 

пересекающая контур балки-стенки; кривая fT (x1
T
, y1

T
) = 0 пересекает область 

балку-стенку и область, ограниченную линией fσ (x1
σ
, y1

σ
) = 0 (рис. 9).  

12. Кривая fT (x1
T
, y1

T
) = 0 является замкнутой линией, нигде не 

пересекающая контур балки-стенки; кривая fσ (x1
σ
, y1

σ
) = 0 пересекает область 

балку-стенку и область, ограниченную линией fT (x1
T
, y1

T
) = 0 (рис. 10).  

13. Кривая fσ (x1
σ
, y1

σ
) = 0 является замкнутой линией, нигде не 

пересекающая контур балки-стенки; кривая fT (x1
T
, y1

T
) = 0 пересекает область 

балку-стенку, но не пересекает область, ограниченную линией fσ (x1
σ
, y1

σ
) = 0 

(рис. 11). 

14. Кривая fT (x1
T
, y1

T
) = 0 является замкнутой линией, нигде не 

пересекающая контур балки-стенки; кривая fσ (x1
σ
, y1

σ
) = 0 пересекает область 

балку-стенку, но не пересекает область, ограниченную линией fT (x1
T
, y1

T
) = 0 

(рис. 12).  

15. Кривые fσ (x1
σ
, y1

σ
) = 0 и fT (x1

T
, y1

T
) = 0 являются замкнутыми 

пересекающимися линиями, не выходящими за пределы балки-стенки (рис. 13). 



16. Кривые fσ (x1
σ
, y1

σ
) = 0 и fT (x1

T
, y1

T
) = 0 являются замкнутыми 

непересекающимися линиями (рис. 14). 

17. Кривые fσ (x1
σ
, y1

σ
) = 0 и fT (x1

T
, y1

T
) = 0 - пересекающиеся линии 

(рис. 15). 

 

Рисунок 2 – Балка-стенка. Кривые излома объёмных и сдвиговых 

деформаций проходят за пределами балки-стенки 

 

Рисунок 3 – Балка-стенка. Кривая излома объёмных деформаций пересекает 

балку-стенку 

 

Рисунок 4 – Балка-стенка. Кривая излома сдвиговых деформаций пересекает 

балку-стенку 
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Рисунок 5 – Балка-стенка. Кривые излома объёмных и сдвиговых деформаций 

пересекают балку-стенку 

 

Рисунок 6 – Балка-стенка. Кривая излома объёмных деформаций замкнута и 

находится в пределах балки-стенки 
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Рисунок 7 – Балка-стенка. Кривые излома сдвиговых деформаций замкнута и 

находится в пределах балки-стенки 

 

Рисунок 8 – Балка-стенка. Кривые излома объёмных и сдвиговых деформаций 

замкнутые линии, балку-стенку не пересекают 

𝑌 

𝑋 0 

𝑓
𝑇
 𝑥1

𝑇, 𝑦
1
𝑇 = 0 

𝐾 = 𝐾𝐼, 
 𝐺 = 𝐺𝐼 

𝐾 = 𝐾𝐼, 
 𝐺 = 𝐺𝐼𝐼  

𝑌 

𝑋 

𝐾 = 𝐾𝐼, 
 𝐺 = 𝐺𝐼 𝐾 = 𝐾𝐼, 

 𝐺 = 𝐺𝐼𝐼  

𝑓
𝑇
 𝑥1

𝑇, 𝑦
1
𝑇 = 0 

0 

 
 

𝑌 

𝑋 0 
𝑓
𝑇
 𝑥1

𝑇, 𝑦
1
𝑇 = 0 

𝐾 = 𝐾𝐼, 
 𝐺 = 𝐺𝐼 

𝐾 = 𝐾𝐼𝐼, 
 𝐺 = 𝐺𝐼 

𝑌 

𝑋 

𝐾 = 𝐾𝐼, 
 𝐺 = 𝐺𝐼 

𝐾 = 𝐾𝐼𝐼, 
 𝐺 = 𝐺𝐼 

𝑓
𝑇
 𝑥1

𝑇, 𝑦
1
𝑇 = 0 

0 

  

𝐾 = 𝐾𝐼𝐼, 
 𝐺 = 𝐺𝐼𝐼  

𝑓
𝜎
 𝑥1

𝜎, 𝑦
1
𝜎 = 0 𝑓

𝜎
 𝑥1

𝜎, 𝑦
1
𝜎 = 0 

𝐾 = 𝐾𝐼, 
 𝐺 = 𝐺𝐼𝐼  

𝐾 = 𝐾𝐼𝐼, 
 𝐺 = 𝐺𝐼𝐼  

𝑌 

𝑋 0 

𝐾 = 𝐾𝐼, 
 𝐺 = 𝐺𝐼𝐼  

𝑓
𝑇
 𝑥1

𝑇, 𝑦
1
𝑇 = 0 

 

𝐾 = 𝐾𝐼, 
 𝐺 = 𝐺𝐼 

𝑓
𝜎
 𝑥1

𝜎, 𝑦
1
𝜎 = 0 

𝐾 = 𝐾𝐼𝐼, 
 𝐺 = 𝐺𝐼𝐼  

𝑌 

𝑋 0 

𝐾 = 𝐾𝐼, 
 𝐺 = 𝐺𝐼𝐼  

𝑓
𝑇
 𝑥1

𝑇, 𝑦
1
𝑇 = 0 

 

𝑓
𝜎
 𝑥1

𝜎, 𝑦
1
𝜎 = 0 

𝐾 = 𝐾𝐼, 
 𝐺 = 𝐺𝐼 

𝑋 

𝑓
𝑇
 𝑥1

𝑇, 𝑦
1
𝑇 = 0 𝑓

𝜎
 𝑥1

𝜎, 𝑦
1
𝜎 = 0 

0 

𝑌 

𝐾 = 𝐾𝐼𝐼, 
 𝐺 = 𝐺𝐼 

𝐾 = 𝐾𝐼, 
 𝐺 = 𝐺𝐼 

 𝐾 = 𝐾𝐼, 
 𝐺 = 𝐺𝐼𝐼  

𝑋 0 

𝑓
𝑇
 𝑥1

𝑇, 𝑦
1
𝑇 = 0 𝑓

𝜎
 𝑥1

𝜎, 𝑦
1
𝜎 = 0 

𝑌 

𝐾 = 𝐾𝐼, 
 𝐺 = 𝐺𝐼 

𝐾 = 𝐾𝐼𝐼, 
 𝐺 = 𝐺𝐼 

 𝐾 = 𝐾𝐼𝐼, 
 𝐺 = 𝐺𝐼𝐼  



 

Рисунок 9 – Балка-стенка. Кривая излома объёмных деформаций замкнута и 

находится внутри балки-стенки; кривая излома сдвиговых деформаций 

пересекает балку-стенку 
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Рисунок 10 – Балка-стенка. Кривая излома сдвиговых деформаций замкнута и 

находится внутри балки-стенки; кривая излома объёмных деформаций 

пересекает балку-стенку 
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Рисунок 11 – Балка-стенка. Кривая излома объёмных деформаций является 

замкнутой линией; кривая излома сдвиговых деформаций пересекают 

балку-стенку 

 

 

Рисунок 12 – Балка-стенка. Кривая излома сдвиговых деформаций является 

замкнутой линией; кривая излома объёмных деформаций пересекают балку-

стенку 
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Рисунок 13 – Балка-стенка. Кривые излома объёмных и сдвиговых деформаций 

замкнутые пересекающиеся линии 
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Рисунок 14 – Балка-стенка. Кривые излома объёмных и сдвиговых деформаций 

является замкнутыми непересекающимися линиями 

 

 

Рисунок 15 – Балка-стенка. Кривые излома объёмных и сдвиговых деформаций 

– пересекающиеся линии 
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- физически нелинейной теории упругости при условии аппроксимации 

замыкающих уравнений физических соотношений, описывающие графики 

диаграмм объёмного и сдвигового деформирования, билинейными функциями. 
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