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Аннотация 

Рассматривается решение плоской задачи теории нелинейной упругости в 

напряжениях применительно к расчёту балки-стенки. Замыкающие уравнения 

физических соотношений, описывающие графики диаграмм объёмного и 

сдвигового деформирования, аппроксимируются билинейными функциями. 

Показано, что на первом прямолинейном участке диаграмм объёмного и 

сдвигового деформирования, аппроксимированных билинейными функциями, 

физически нелинейный аналог уравнения Леви, будет совпадать с уравнением 

Леви линейной теории упругости. В трёх оставшихся случаях взаимного 

расположения линейных участков билинейных графиков диаграмм объёмного и 

сдвигового деформирования, уравнение Леви является неоднородным, то есть 

его правая часть отлична от нуля. Полученное дифференциальное уравнение 

совместности деформаций в напряжениях совместно с уравнениями равновесия 

и краевыми условиями на контуре балки-стенки составляют краевую задачу для 

решения в напряжениях плоской задачи физически нелинейной теории 

упругости в части обобщённого плоского напряжённого состояния при 

билинейной аппроксимации замыкающих уравнений для физических 

соотношений. 
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 Abstract 

We consider the plane problem solution of nonlinear elasticity theory in 

stresses in relation to the calculation of a wall beam. Closing equations of physical 

relations, describing volumetric and shear deformation diagrams graphs, are 

approximated by bilinear functions. It is shown that in the first rectilinear section of 

the diagrams of volumetric and shear deformation, approximated by bilinear 

functions, the physically nonlinear Levy equation analogue will coincide with Levy 

equation of the linear theory of elasticity. In three remaining cases of mutual 

arrangement of linear sections of the bilinear graphs of volumetric and shear 

deformation diagrams, Levy equation is non-homogeneous, that is, its right side is 

nonzero. The received differential equation of deformations compatibility in stresses, 

together with equilibrium equations and boundary conditions on the wall beam 

contour, constitute the boundary value problem for plane problem stress solution of a 

physically nonlinear theory of elasticity in terms of generalized plane stress state with 

a bilinear approximation of closing equations for physical relations. 

Keywords: Plane problem, continuity equation, bilinear approximation, stress 

solution. 

 

Введение 

Балки-стенки, наряду с плитами, колоннами и балками, являются 

основными конструктивными элементами зданий и сооружений, так как 

моделируют работу ограждающих конструкций – стен, простенков, 



перегородок, диафрагм жёсткости и так далее. Расчёт балок-стенок, то есть 

определение напряжённо-деформированного состояния конструкций, 

находящихся в условиях обобщённого плоского напряжённого состояния, при 

упругой работе материала не составляет особого труда. Разработанные методы 

расчёта упругих балок-стенок – метод конечных разностей, метод расчёта при 

помощи целых полиномов, метод расчёта при помощи тригонометрических 

рядов, метод Ритца-Тимошенко, метод Бубнова-Галёркина, метод конечных 

элементов – опробованы многолетней практикой применения и, если и 

нуждаются в совершенствовании, то весьма незначительно [1, 2, 3]. Следует 

обратить внимание на статью [3] в которой рассмотрен расчёт упругой балки-

стенки. Показано, что все имеющиеся в литературе решения этой задачи 

недостаточно корректны и могут рассматриваться лишь как первое 

приближение к искомому точному решению. Другое дело расчёт балок-стенок 

из физически нелинейного материала. Точных аналитических методов здесь, 

наверное, вообще нет, и решение строится, как правило, приближённо [4, 5, 6]. 

Можно, конечно, использовать общий метод упругих решений, но в основном 

для расчёта физически нелинейных балок-стенок используется метод конечных 

элементов [7, 8, 9, 10, 11]. Что касается исследований зарубежных авторов, то 

здесь основное внимание уделяется расчёту балок-стенок как конструктивных 

элементов ограждающих конструкций [12, 13] и их совершенствованию для 

противостояния сейсмическим воздействиям [14, 15, 16]. В работе [17], с целью 

определения предельной нагрузки и деформации, исследуется работа 

железобетонных элементов (балок-стенок) с геометрическими или 

статическими прерывистыми областями на действие монотонной нагрузки.  

В данной работе рассматривается метод расчёта физически нелинейных 

балок-стенок в напряжениях, основанный на аппроксимации замыкающих 

уравнений физических соотношений, описывающих объёмное и сдвиговое 

деформирование, билинейными функциями. 

 

 



Замыкающие уравнения 

Будем рассматривать решение плоской задачи теории нелинейной 

упругости в напряжениях применительно к расчёту балки-стенки, то есть имеем 

обобщённое плоское напряжённое состояние: 
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При этом: 
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Физические соотношения приводятся к виду [18]: 
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Замыкающие уравнения физических соотношений 

3 K      и ,T G    (7) 

описывающие выпуклые кривые на диаграммах объёмного и сдвигового 

деформирования (рис. 1, пунктирные линии), аппроксимируем билинейными 

функциями [19] (рис. 1, сплошные линии). 

Рисунок 1 – Диаграммы объёмного σ = σ (ε) и сдвиговогоT = T (Г) 
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На рис. 1 обозначено: K0 – начальный модуль объёмного расширения 

(сжатия); G0 – начальный модуль сдвига; K1 – модуль упрочнения при 

объёмном расширении (сжатии); G1 – модуль упрочнения при сдвиге; σ1, ε1 – 

координаты точки излома графика билинейной диаграммы объёмного 

деформирования; T1, Г1 – координаты точки излома графика билинейной 

диаграммы сдвигового деформирования; σ – первый инвариант тензора 

напряжений; ε – первый инвариант тензора деформаций; Т – интенсивность 

касательных напряжений; Г – интенсивность деформаций сдвига. 

Как следует из рис. 1 на первом прямолинейном участке диаграмм 

объёмного и сдвигового деформирования 

0 0; .K T G        (8) 

Принимая во внимание формулы (7), получаем выражения для модулей 

объёмного расширения (сжатия) и сдвига на первом прямолинейном участке: 
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На втором прямолинейном участке диаграмм объёмного и сдвигового 

деформирования 
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Выразим в формулах (10) деформации через напряжения: 
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Учитывая формулы (7), получаем выражения для модулей объёмного 

расширения (сжатия) и сдвига на втором прямолинейном участке: 
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В соответствии с диаграммами объёмного и сдвигового деформирования 

(рис. 1), напряжения и деформации в балке-стенки возможны для следующих 

четырёх случаев значений модулей объёмного расширения (сжатия) K и 

сдвига G: 

Случай I: ; .I IK K const G G const     (13) 



Случай II:  ; .II II IK K K G G const      (14) 

Случай III:  ; .I II IIK K const G G G T     (15) 

Случай IV:    ; .II II II IIK K K G G G T      (16) 

 

Разрешающая система дифференциальных уравнений 

Разрешающая система дифференциальных уравнений при решении 

задачи обобщённого плоского напряжённого состояния в напряжениях 

представляет собой совокупность дифференциальных уравнений равновесия 
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и уравнения неразрывности деформаций 
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Подстановка физических соотношений (5) в уравнение сплошности (18) 

для случая, когда модули объёмного расширения (сжатия) и сдвига являются 

функциями инвариантов тензора напряжений: 
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выполнена в работе [20]. При этом получен физически нелинейный аналог 

уравнения Леви: 
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Здесь 
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 
 – гармонический оператор. 

Правая часть уравнения (20) существенно зависит от виды функций (19).  



Случай I, зависимости (13). Правая часть уравнения (20) обращается в 

нуль, и, следовательно, уравнение (20) приводится к виду 

 2 0,xx yy      (21) 

то есть совпадает с уравнением Леви линейной теории упругости. 

Случай II, зависимости (14). Коэффициенты при производных от 

напряжений по координатам в правой части уравнения (20) будут иметь вид: 
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причём, 

2 2

2
2 2 2

2 3 2 2 2

2
2 2 2

2 3 2 2 2

1 1
; 0; ; 0;

3 3

2 1
; 0;

9 9

2 1
; 0.

9 9

II II

II II

II II

a K a b K b

K T K T

a K K a

K K T

b K K b

K K T

     
       

       

    
     

      

    
     

      

 (23) 

Случай III, зависимости (15). Коэффициенты при производных от 

напряжений по координатам в правой части уравнения (20) получает вид: 
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Случай IV, зависимости (16). Коэффициенты при производных от 

напряжений по координатам в правой части уравнения (20) имеют вид [21]: 
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причём,  
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В формулах (23) и (27) 
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Выражения для частных производных от первого инварианта тензора 

напряжений и интенсивности касательных напряжений по пространственным 

координатам приведены в работе [18] и здесь не показаны. 

 

Алгоритм расчёта балки-стенки 

Построение алгоритма для определения напряжённо-деформированного 

состояния балки-стенки для разрывных функций объёмного и сдвигового 

деформирования, будем выполнять основываясь на выявлении возможного 

положения плоских кривых излома объёмных и сдвиговых деформаций.  

Пусть балка-стенка нагружена произвольной нагрузкой q (x, y), лежащей в её 

плоскости, вообще говоря, по всем четырём сторонам. Тогда: 

1. Основываясь на первом прямолинейном участке диаграмм 

объёмного и сдвигового деформирования (рис. 1), то есть принимая K = K1 и 

G = G
I
 определяем напряжения σxx (x, y), σyy (x, y), σxy (x, y) в каждой точке 

балки-стенки, используя уравнения равновесия (17) и уравнение сплошности 

(21). При этом можно воспользоваться любым известным методом: методом 

конечных разностей, методом конечных элементов, и так далее. Для 

определения деформаций воспользуемся физическими соотношениями (5) с 

коэффициентами (6).  

2. Вычисляем первый инвариант тензора напряжений σ (x, y) (2) и 

интенсивность касательных напряжений T (x, y) (3). 

3. Из условий σ (x1, y1) = σ1; T (x1
T
, y1

T
) = T1 находим уравнения 

кривых fσ (x1
σ
, y1

σ
) = 0 и fT (x1

T
, y1

T
) = 0.  



З амеч ание: плоскую кривую fσ (x1
σ
, y1

σ
) = 0 будем называть кривой 

излома объёмных деформаций; плоскую кривую fT (x1
T
, y1

T
) = 0 будем называть 

кривой излома сдвиговых деформаций. 

4. Если кривые fσ (x1
σ
, y1

σ
) = 0 и fT (x1

T
, y1

T
) = 0 проходят за пределами 

балки-стенки (рис. 2), то задача решена. 

5. Кривые излома объёмных и сдвиговых деформаций могут 

пересекать плоскость балки-стенки. При этом возможны 24 случая взаимного 

расположения кривых объёмного и сдвигового деформирования и плоскости 

балки-стенки, а также значений модулей объёмного K и сдвигового G 

деформирования. Следует иметь в виду, что при переходе через кривую 

fσ (x1
σ
, y1

σ
) = 0 модуль объёмного деформирования меняет верхний индекс (с I 

на II и наоборот); при переходе через кривую fT (x1
T
, y1

T
) = 0 модуль сдвигового 

деформирования меняет верхний индекс (с I на II и наоборот). 

Рисунок 2 – Балка-стенка. Кривые излома объёмных и сдвиговых деформаций 

проходят за пределами балки-стенки 

 

Полный алгоритм расчёта балки-стенки для разрывных функций 

объёмного и сдвигового деформирования будет изложен во второй части этой 

статьи (учитывая ограниченность объёма публикации). 
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Заключение и выводы 

1. Построены разрешающие уравнения в напряжениях для решения 

плоской задачи физически нелинейной теории упругости (случай обобщённого 

плоского напряжённого состояния) применительно к расчёту балок-стенок при 

билинейной аппроксимации замыкающих уравнений физических соотношений. 

2. Показано, что уравнение неразрывности деформаций в терминах 

напряжений в физически нелинейной теории упругости является 

неоднородным, то есть его правая часть не равна нулю.  

3. На первом прямолинейном участке аппроксимированных диаграмм 

объёмного и сдвигового деформирования уравнение неразрывности 

деформаций, записанное в напряжениях, совпадает с уравнением Леви 

линейной теории упругости. 

4. Полученные расчётные соотношения и алгоритм расчёта балок-

стенок могут найти применение при решении плоской задачи – обобщённого 

плоского напряжённого состояния - физически нелинейной теории упругости 

при условии аппроксимации замыкающих уравнений физических соотношений 

билинейными функциями. 
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