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Аннотация  

В статье представлена методика определения внутренних усилий в 

элементах плоских стержневых систем с использованием матрицы уравнений 

равновесия. При этом дополнительные уравнения для раскрытия статической 

неопределимости получены из условий неразрывности деформаций (отсутствия 

перемещений по направлению опорных связей). 
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Abstract 

The article presents a method for determining the internal forces in the 

elements of flat rod systems using a matrix of equilibrium equations. In this case, 

additional equations for the disclosure of static indeterminability are obtained from 

the conditions of continuity of deformations (absence of displacements in the 

direction of the support bonds). 

Keywords: bar system, the redundancies introduced the matrix of equilibrium 

equations, for the continuity of deformations, internal forces. 

 

Известно[1], что для статически неопределимых стержневых систем 

количество неизвестных внутренних усилий (опорных реакций) превышает 

количество уравнений равновесия[2]. В системе уравнений вида 

PAS  , (1) 

где А – статическая матрица, S – вектор внутренних усилий, Р – вектор 

внешней узловой нагрузки, матрица А будет прямоугольной размерами 3m x 3n 

- р ( m – количество стержней, n – количество узлов, р – опорных связей). 

Необходимое число дополнительных уравнений, требующихся для 

решения системы (1) определяется количеством «лишних» связей. Эти 

уравнения могут быть составлены из условий совместности деформаций. 

В данной статье предлагается раскрыть статическую неопределимость 

при помощи дополнительных уравнений, выражающих равенство нулю 

перемещений закрепленных точек стержневой системы по направлению ее 

опорных связей. 

Рассмотрим стержневую систему, изображенную на рис.1. 

 

 

 

 

 

 



а)  б) 

 

Рисунок 1 - Расчетная схема стержневой системы 

а) - нумерация узлов и стержней; б) - нумерация сечений 

Жесткость стержней на растяжение (сжатие) EA = const, на изгиб EI. За 

неизвестные величины принимаем продольные силы в элементах и изгибающие 

моменты в начале и конце стержня[3]. Положительные направления 

неизвестных усилий представлены на рис.2. 

а) б) 

 

Рисунок 2 - Положительные направления внутренних усилий 

а) – в узле, б) – в стержне 
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Составив три уравнения равновесия для каждого узла и выразив 

поперечные силы в стержнях через изгибающие моменты в концевых сечениях 

по (2) получим статическую матрицу (3). Для удобства алгоритмизации можно 

составить уравнения равновесия и для закрепленных узлов, а затем из 



статической матрицы и вектора внешних узловых нагрузок вычеркнуть строки, 

соответствующие опорным связям. 
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Вектор внешних нагрузок имеет вид: 
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Два дополнительных уравнения получим из условия равенства нулю 

горизонтального и вертикального перемещения узла 3. 

Воспользуемся формулой Мора вида 

  dx
EA

NN
dx

EI

MM 11
. (4) 

Перемещения определим умножив эпюру моментов и продольных сил от 

внешней нагрузки в заданной системе (рис. 3) на соответствующие эпюры от 

силы F = 1 в статически определимой системе (рис. 4,5). 



 

Рисунок 3 - Предполагаемые эпюры усилий от внешней нагрузки с 

учетом правила знаков 

 

Рисунок 4 - Эпюры усилий от горизонтальной силы F = 1 

 

Рисунок 5 - Эпюры усилий от вертикальной силы F = 1 

Для прямолинейных эпюр внутренних усилий зависимость (4) можно 

представить в виде: 
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Тогда первое дополнительное уравнение с учетом знаков 
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Второе дополнительное уравнение 
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Расширенная статическая матрица с учетом (6) и (7): 
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Вектор внутренних усилий: 
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С помощью данного подхода разработано программное средство в среде 

«MatLab» [2]. Результаты расчета представлены на рис. 6 - 8. 

Исходные данные: 

Px = 5 кН, Py = 10 кН, M = 20 кНм. 

l1 = 2 м, l2 = 3 м, EA – const, EI – см. рис.1.  

 

Рисунок 6 - Исходная схема системы 



 

Рисунок 7 - Эпюра продольных сил 

 

Рисунок 8 - Эпюра изгибающих моментов 

 

 

 

 



Выводы: 

1. Представлена методика определения внутренних усилий в 

элементах плоских стержневых систем с использованием статической матрицы. 

При этом дополнительные уравнения для раскрытия статической 

неопределимости получены из условий неразрывности деформаций. 

2. Разработанное программное средство в среде «MatLab» показало, 

что данный подход к расчету плоских стержневых систем легко 

автоматизируется.  
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